3 - الدوال الأصلية ٠‏ 


معارف 


٠‏ تعريف دالة أصلية لدالة 
ر دالة معرفة على مجال |. نسمي دالة أصلية للدالة عر على | كل دالة ۴ معرفة و قابلة للاشتقا 

: على ۱ حيث من أجل كل عدد × من ۰۱ ()/ -()'5. 

٠ :‏ مبرهنة (وجود دالة أصلية) 

كل دالة معرفة و مستمرة على مجال ١‏ تقبل على الأقل دالة أصلية على هذا المجال. 


٠‏ مبرهنة 


إذا كانت f‏ دالة معرفة على مجال ١‏ و ۴ دالة أصلية لها على | 


فإن الدوال الأصلية للدالة f‏ على ١‏ هي الدوال © المعرفة على ١‏ كما يلي : 
من اجل كل عدد × من اء +٤‏ (»)۴ =(×)6 حيث © عدد حقيقي. 
٠‏ مبرهنة 
ر دالة معرفة و مستمرة على مجال | و ۴ دالة أصلية لها على ا. ٍ 
إذا كان اء ,د و ٢۴‏ رل فإنه توجد دالة أصلية وحيدة © للدالة تر حيث (,*) © = م دا 
جل كل عدد × من اء () © دويز + 00) © = 600 . / 
لة معرفة على مجال | و ۴ دالة أصلية لها على | فإن الدالة 
xkaF (x)-F (xo)‏ المعرفة على | هي الدالة الأصلية الوحيدة للدالة/ على | و التي تنعدم عند 4 


على ١‏ كما يلي : من أ 


. نتيجة : إذا كانت ] د 


٠‏ دوال أصلية لدوال مألوفة 


الدالة f‏ هي الدالة ... 


#جرمع حيث 65م 
و x‏ 
حيث [1 -) - *2 ٤‏ ۸ 
اغ 
3 
“دومع x‏ 
xk sin x‏ 


× چا‎ cos )ھx‎ + (ط‎ 
be R و‎ a R* حيث‎ 
x sin (ax + b) 
be R وا‎ ae R* حيث‎ 


الدوال الأصلية للدالة ]هي الدوال ۴ ... | مجال تعريف | للدالتين f‏ و ع 


ع +6 جرعر حيث eR‏ 


1 


MNF 


٤R جا× حیث‎ He 


+20 جا× حيث C٤‏ 


C€R جا حيث‎ ihn Xx +€ 


+2« ومع - جا× حيث C٤‏ 
+ (ط + sin (ax‏ جما حيث R‏ ¢> 
> + (ط + xھ) cos‏ - جمءد حیث هاي 


Ce R حيث‎ xı 42+ ع‎ 


0 


5 دا 
إذا كان 1 < ¬ فإن 1 =| 
إذا كان 2- >0 فإن 
١10: +]‏ أو ]0:-[ دا 
]+ ;1=]0 


« استعمال دساتير دوال مشتقة 


» دالة معرفة و قابلة للاشتقاق على مجال | و© عدد حقيقي. 


إذا كان 0 <0 فإن 8 = | 
إذا كان 0 >5 و1- 4م فإن 1 =| 
باستثناء الأعداد × من | حيث 0=(×)» | : 


f0) = w(x). "لمان‎ 
neZ* -{ 1[ حيث‎ 


u" 3‏ = نمع 


| باستثناء الأعداد × من‎ | - R۴ 
. 1)×(> 0 حيث‎ 


كر وار 


ux 


F(x) = 2u) + c 


f(0 = [cos u(x)].u' (x) 
f (%) = [sin u(x)].u' (x) 


F(x) = sin u(x) + c 


F(x) = - cos u(x) + C 


۷ هي دالة قابلة للاشتقاق على المجال ل 
حيث لء() f‏ 


F(x) = (vou)(x) + ء‎ 


f (%) = (Vou)(%).u() 


. ملاحظة : يمكن لدالة أن تكون غير قابلة للاشتقاق على مجال و تقبل دوالا أصلية على هذا المجال. 
الدالة ,جم مستمرة على ]5+ : 0] و قابلة للاشتقاق على ]+ : 0[ لكنها تقبل على الأقل 
دالة أصلية على ]+ : 0] مغل الدالة x‏ ولا×. 


li ROE o SDE ROSES 1 [ ااا‎ 


طرائق 


© تعيين دوال أصلية بسيطة 
تمرين 1 


۴ دالة معرفة على ۴ كما يلي : 4 - ×3 + #ر - 2# = () 
و f‏ الدالة المعرفة على ۴ كما يلي : 3 +2 - 6:2 = (2) ر 
1- بين أن الدالة ۴ هي دالة أصلية للدالة f‏ على 5. 

2- عين دالة أصلية أخرى 6 للدالة f‏ على 1. 
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قرية2 


:حل ش ظ 


× و من أجل كل عدد حقيقي‎ ۴R الدالة © دالة كثير الحدود. إذن ۴ معرفة و قابلة للاشتقاق على‎ ٠ 
.۴)×( = f نلاحظ أن من أجل كل عدد حقيقي × ؛ (٭)‎ .۴)»( = 6:2 - 2×+ 3 

ينتج أن الدالة ۴ هي دالة أصلية للدالة f‏ على 5. و بالتالي الدوال الأصلية للدالة f‏ على ۴ 
هي الدوال ۴)x( +c‏ وا x‏ حيث .C٤R‏ 

.۴)۸( لإيجاد دالة أصلية أخرى © للدالة م على 1؛ يكفي تغيير الحد الثابت في عبارة‎ ٠ 

الدالة © المعرفة على ۴ كما يلي : 1 + ×3 + 2 - 26 = (») © هي دالة أصلية للدالة f‏ على 5 


1- أوجد دالة أصلية لكل من الدالتين f‏ و و المعرفتين على اول كما يلي: 
x -5x+4‏ }= وم و © دا ؛ = )و و UPN Fel‏ 
2- أوجد كل الدوال الأصلية لكل دالة من الدالتين f‏ و ٠8‏ 


. الدالة ۴ المعرفة على ۴ كما يلي : *4 + 2د ج - #د لج = »)۴ قابلة للإشتقاق على ۴ 
و من أجل كل عدد حقيقي × 4 + ×5 - 2 ل = 500 . 

= f) 
. 5 على‎ f إذن الدالة ۴ هي دالة أصلية للدالة‎ 
[0 : +80] الدالة © المعرفة على المجال ]+ : 0[ كما يلي : ل - - (:) © قابلة للاشتقاق على المجال‎ 
| و من أجل كل عدد حقيقي × من ]+ :10 . حل = ()'© إذن الدالة © هي دالة أصلية للدالة‎ 
.[0 : +] على المجال‎ 
٠ ۴ على‎ f الدوال > + ×4 + 2د 5 تمد ج × حيث ۴> هي الدوال الأصلية للدالة‎ ٠ 
.10 : +] الدوال “ + 1 - × حيث 1ع" هي الدوال الأصلية للدالة ى على‎ 


© إيجاد الدالة الأصلية لدالة التي تأخذ قيمة ,/1 عند العدد ,)ا 
نمرين 
و و الدالتان المعرفتان على المجال | كما يلي : 15 -| : -2-(<) / : ]0;-[=ا =i‏ 
1- عين الدالة الأصلية ۴ للدالة f‏ على 8 و التي تأخذ القيمة 1 عند العدد 0. 
2- عين الدالة الأصلية 6 للدالة قم على ]0 :--[ و التي تنعدم عند العدد ك 
حل 


الدوال لا المعرفة على ۴ كما يلي : > + ۴× لل - "× ج = (:)لا ؛ + > هي الدوال الأصلية ل ۴ 


على 5. لدينا 1 = (1)0] أي 1 ع + *(0) ل -*(0) لل . إذن 1 = ». هذه الدالة الأصلية ۴ للدالة f‏ 
هي الدالة المعرفة على ۴ كما يلي : e‏ 0-1-1 
الدوال ا المعرفة على ]0 : ©*-[ كما يلي 53 091 ؛ 3.1 هي الدوال الأصلية 
للدالة ى على ]0:-[. لدينا 0 -(2)ا أي 0= 5+۸ إذن ل =۸. 
ينتج أن الدالة الأصلية للدالة ق على الال ]0 : [١‏ و التي تنعدم عند 2- هي الدالة © 
المعرفة على المجال ]0 #-[ كما يلي : ال + + = (:)6 . 
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تمرين 1 سے - جت 
عين الدوال الأصلية لكل دالة من الدوال f‏ على المجال ١‏ في الحالات التالية : 
f(x) = x + 2-3 +6 (1‏ ؛ هادا 2( 3+ f00 = 3-05 x‏ + ]+ ;1=]0 


I=R ؛‎ f(0) = cos 3x (4 1=10; +l: f(x الى + = 0د‎ x- 1 
دا‎ 8 + f (%) = sin )2+ (چ‎ )5 

حل 
1. الدوال الأصلية للدالة تر على ۴ حيث 6 + ×3 - 2× + 5د = (») f‏ هي الدوال ع 
المعرفة على ۴ كما يلي : 6x +c‏ +2 3 - قر Û x + Û‏ = ومع حيث اع . 
2. الدوال الأصلية للدالة f‏ على ]+ : 0[ عن ادا لاطا ردان رجي لقيال ع المغرفة 
على ]+ : 0[ كما يلي : F(x) = -  - sin x + 3x + c‏ حيث 688 : 
3. الدوال الأصلية للدالة f‏ على ]+ ;0[ حيث 1 f00 =2 + sin x-‏ هي الدوال ۴ العرفة : 
على ]+ ;0[ كما يلي > + × - × 5ع - ٭4۷- = (٭)۴ e RE‏ 
4. الدوال الأصلية للدالة f‏ على ۴ حيث ×3 ده = (×) f‏ هي الدوال ۴ المعرفة على ۴ كما يلي : 
F(x) = } sin 3x +c‏ حيث .C€‏ 
5 11110 ۴ حيث ( € + 2) :51 = () f‏ هي الدوال © المعرفة على ۴ 


1 1 : 
كما يلى : » + ( ٭ + <2) ومع ے - > (×)۴ حيث .٥C€‏ 
a‏ 00 2 2 3 -الدوال الأسلية لق 


تموين 2 
اوت ا Ee RE‏ ارك ص 


f( 1002 722 2 A=R+ f0) EES (1‏ + دل 
f(0) =(- 2)) - 4x+1J )3 ٠:‏ نهدل 4( f(x) = cos x . sirt x‏ ؛ 8 دا 
:حل . 

٠1‏ بوضع 1 + × + د = () . لدينا الدالة معرفة و قابلة للاشتقاق على ۸ و من أجل كل عر 


حقيقي × . 1 +282 = (×) “لا. نلاحظ أن من أجل كل عدد حقيقي د 2 = 


إذن الدوال الأصلية للدالة f‏ على ۴ هي الدوال ۴ المعرفة على 1 كما يلي :<* F(x) = To‏ 
حيث 8 .)٤‏ أي الدوال الأصلية للدالة f‏ على ۴ هي الدوال ۴ المعرفة على 158 كما يلي : 


+ جم =(×)۴ حيث .c٤‏ 
٠ 2‏ بوضع 1 + ×= (×) ا و ×۷ -(<)8. الدالة به قابلة للاشتقاق على 8| و من أجل كل عد 


حقيقي × » ×2 اه الدالة به ار ان : 10و من أجل كل عدد حقيقي 2 


من ]+ : 0[ , = )”ا . لدينا یږ -[(1 + (You) (0) =v [ê‏ 
نلاحظ أن الدالة م 0 ومن من أجل كل عدد حقيقي و« 
وق x (ow)‏ )0( نا وم 5 

= (vo u)' (x) 


ينتج أن الدوال الأصلية للدالة f‏ على R۴‏ هي الدوال 1 المعرفة على ۴ كما يلي : 


(vou) (x) د‎ [u )0[ + © 


ع + (1 + 7( =v‏ 
+1 + = 
أي الدوال الأصلية للدالة f‏ على © هي الدوال ۴ المعرفة على 5 كما يلي : > + 1 + 2ر/, = ()' 


.)٤ 8 حيث‎ 

× ؛ الدالة ا معرفة و قابلة للاشتقاق على ۴ و من أجل كل عدد‎ ٠ )2( = ملاحظة : بوضع 1 + 2د‎ ٠ 
020020 2: لدينا أيضا من أجل كل عدد حقيقي × ؛‎ .» )×( < 0 

إذن من أجل كل عدد حقيقي ١ x‏ و - 100 . ٠‏ و بالتالي الدوال الأصلية للدالة تر على ۴ 
هي الدوال ۴ المعرفة على 1 كما يلي : > + )ل دول .ceR‏ 

أي : من أجل كل عدد حقيقي × ×+ +1 + لح وم حيث هي . 


3. بوضع 1 + ×4 - 2+ = (») ٠ء‏ الدالة » معرفة و قابلة للاشتقاق على ۴ و من أجل كل عدد × 
22-4 = () ». نلاحظ أن من أجل كل عدد حقيقي د وم قد x‏ وم “لا د وما 

إذن الدوال الأصلية للدالة f‏ المعرفة على R‏ كما يلي : *(1 + ×4 - ) × (2 -») = دام هي الدوال : 
۴ المعرفة على ۴ كما يلي : > + (0) “يالل × ج = () © حيث ل. : 
أي : من أجل عدد حقيقي F (%) = Û (2-4 + 1) + c+ x‏ حيث .٥٤‏ 

4 بوضع × 511 = () /1, الدالة :1 معرفة و قابلة للاشتقاق على ۴ 

و من أجل كل عدد حقيقي × . × دم = (×) /لا. 

نلاحظ أن : من أجل كل عدد حقيقي × ؛ (۸) .٠‏ (0:) “ا = ()] . ينتج أن الدوال الأصلية للدالة عر 
المعرفة على ۴ كما يلي : f(x) = cos x . sin x‏ هي الدوال ۴ المعرفة على 1 

كما يلي : > + ۴)0 ج = («) ۴ حيث ۴ .٥٤‏ 


إذن الدوال الأصلية للدالة هي الدوال ۴ المعرفة على ۴ كما يلي : ع يكيو =( ee Rds F‏ 


لذت 
5 


از 0 09000 6-000 


500 pere 


ا وحنو فوتجية 

: تمرين | 
: م دالة معرفة على المجال ]+ : 1[ كما يلي : 0 حي - سار 

e 1‏ ۵ و طا حيث من أجل كل عدد حقيقي × 

من المجال ]+ : 1[ ؛ 2 f00 = my‏ 

2٠عين‏ الدوال الأصلية للدالة 1 على المجال ]+ : 1[. 
:0 3.حدد الدالة الأصلية © للدالة f‏ التي تنعدم عند العده 2. 
: حل 
1. الدالة f‏ معرفة على المجال ]+ :1[ و من أجل كل عدد × حيث 2<1 ؛ 


_)x-1(7-1_ 1‏ 2 م 
GF 1 -YF‏ ددر f=‏ 


ينتج أن 2-1و و × حيث 1< × ؛ ولج 1= ۵گ 


7 + ثم مقارنة عبارتي (2) f‏ . 
٠. 2‏ الدالة ر معرفة على ]+ :11 و قابلة للاشتقاق على ]5+ : 1[ . نضع 1-× = (×) لا 


٠‏ ملاحظة : يمكن توحيد المقامات في العبارة 


الدالة ا معرفة و قابلة للاشتقاق على المجال ]+ : 1[ و من أجل كل عدد × حيث 1< × ؛ 1= v(x)‏ 
E) f‏ 

لدينا من أجل كل عدد ×. f0 =1 TF‏ 

إذن من أجل كل عدد × حيث 1<× , ]2+ f=‏ 


ينتج أن الدوال الأصلية للدالة f‏ على 1:*+ : 1[ هي الدوال ۴ المعرفة على ]5+ :1[ كما يلي : 


.)€٤ R8 رباع حيث‎ =x + جل‎ +c 

20020 1 
3 تعيين الدالة الأصلية للدالة م حيث 0 = (2) ۴. لدينا 0 = (2) ۴ يعني 0 -» + جا + 2 
أي 0> +3 إذن 3-=.. ينتج أن الدالة الأصلية ۴ للدالة f‏ حيث 0 =(2) ۴ 


هي الدوال © المعرفة على ]+ :1[ كما يلي 3- حل +ع - ومع. 


تمرين 2 
أوجد الدوال الأصلية على ۴ لكل من الدالتين إو ل المعرفتين كمايلي : 
“يم د 0 + ««ثكاطد- واق 


. تعيين العبارة الخطية لكل من × “60 و << *11ك . ١‏ 
نضع © = cos x + i sin x‏ و cos x-isin x =.e*‏ (ترميز أولير) 5 
إذن زنع + (e*‏ ج 2ه دو وه sin x= 3 (e*-‏ : 


ينتج أن “انع + *م) 6 دعركوم الو x= 1“ (e“-e*)'‏ الى 
لدينا فاسع + لاع fei ex + Gel ei2* + Ae‏ + فاج = (e + e)4‏ 
6 + سف (e+‏ 4 + | لفت + (e 14x‏ - 


= 2 cos 4x + 8 cos 2x + 6 


۾ و بالتالي )6 + ^x = Jig (2 cos 4x + 8 cos 2x‏ ومو 
أي أن + cos 4x = cos 4x + cos 2x‏ 
لدينا أيضا e۹‏ عقا * 4¢ نانع *2 g3" e" + Gel‏ د تفاع = ارادج د (e*‏ : 
6س (تقاتع م( 4 دادع ب )= : 
2x + 6‏ وم 8 - ٤ = 2 cos 4x‏ 
و بالتالي )6 + sin “x = Ji (2 cos 4x - 8 cos 2x‏ : 
أي أن sin “x= cos 4x- cos 2x + Ê‏ : 
إذن الدالتان إو ى معرفتان كما يلي : ا 
cos 2+ 3‏ ل + g Û cos 4x- } cos 2x + Ê 7 f= cos 4x‏ = 4% ب 
ينتج أن الدوال الأصلية للدالة ر على ۴ هي الدوال ۴ المعرفة على ۴ كما يلي : : 
sin 4x + Û sin 2x + x +c‏ 3 =(×) ۴ حيث .C€R‏ : 


الدوال الأصلية للدالة ى على ۴# هي الدوال © المعرفة على ۴R‏ كما يلي : 


.)'€ R8 حيث‎ © (0 = 3j sin 4x - sin 2x + Êx + e 


EÊ vi الدوال‎ SAE EE RES 


عموميات على الدوال الأصلية 
© في كل حالة من الحالات التالية اثبت أن الدالة 
۴ هي دالة أصلية للدالة f‏ على المجال اء 
1 1 - 3 = وار 
(x-2) ) + 2x + 3)‏ 602 ؛ 
e .2‏ 

l=]-1; +0[ + ومع‎ = $ (x 1V x +1 
16 ا‎ 9 28 

LB)‏ +ع) دومع + ]ه+ :0[دا 

fO)=cosx-xsmx .4‏ 
f FE)‏ 
مجموعة الدوال الأصلية - الشروط الأولية 


8 دا 


8 دا 


= 1 605 «* 


© / دالة معرفة على ۴ كما يلي : 

f(x) =2 sin 2x‏ . عين» من بين الدوال التالية, 

دالة أصلية للدالة f‏ علىR.‏ 
تمن 2 جربراع + Gixkasin2x‏ 


xk 1+ cox‏ : لم + 7-cos2x‏ جاوز : ا 
© أوجد الدالة الأصلية ۴ للدالة f‏ على ١‏ 
حيث مل = (,:)م في الحالات التالية : 

x3 «1‏ تمر جيعر-1- )م + ادا 


50 + ٠-1 

I=R + f(x =-2sin2x .2 
=1 + x =F 

f(x) = cos 3 x 3‏ 0 8 دا 
x =3‏ 0= 

4. 1 يل + = ور + I=]0; +o‏ 
1 + ا . 


إستعمال جدول الدوال المشتقة 

© عين الدوال الأصلية لكل دالة ر من الدوال 
التالية على المجال |. 

f= -2x+1 .1‏ ؛ 8 دا 
2. جل + - وار + +o‏ ;1=]0 
sinx- 2cosx 3‏ د f(%)‏ ؛ 8 دا 
4. مي - f)‏ + ]0:ه-[دا 
cos (¥) .5‏ = وال =R‏ 

6. يلد -1د مر :5 :5 دا 
 .7‏ “إق-ج) د نمم 0 ؛ دا 
f(x) = sinx cox 8‏ ؛ ع دا 
f(0 =4x(2 +4) .9‏ ؛ © دا 
10. 1 +1( لومم + ]م و[دا 
وب f‏ ]0= 
Tt 2‏ مم I=13;+[+‏ 
jil + f= <‏ 
Pil: f= .4‏ 
1 سردو 0 :]+ :1ا 
6 چ - رار 8 دا 
7 کچ9 د ME‏ 
f(x) = x cosx + sinx 8‏ + دا 
و f») = e SX‏ + ]+ : 1-[ دا 
20 عدا 


f(x) =/1+ +‏ ؛ 


تعيين دوال أصلية 
© عين الدوال الأصلية لكل دالة ر من الدوال 
التالية المعرفة على المجال | 
1. ««تساوعومه = f(x)‏ ؛ 8 دا 
f(x) = sinx cox 2‏ ؛ I=R‏ 
f(x) = cosx sinx .3‏ ؛ I=R‏ 
TT 5 5‏ 
4 روقص دمر + ]65 :مدا 
و. 2 د( ؛ ]+ ;0= 
ay .6‏ - هار + ]م+:1-[د| 
I=R‏ 


= ETT 
11: +] هي الدالة المعرفة على المجال‎ / © 
تو‎ + +1 
f00 = : كمه‌يلي‎ 


(x -1(7‏ 
و ۴ هي الدالة المعرفة على المجال ]+ : 1[ 
كمايلي ٠‏ ع 


برهن أن الدالة ‏ هي دالة أصلية للدالة f‏ على 


ا لمجال ]+ 1[ . 

@ ر و ۴ دالتان معرفتان على ۴ كما يلي : 
f(x) = -3x2 + 4x +1‏ 

F(x) = 

1 برهن أن الدالة ۴ هي دالة أصلية للدالة f‏ على 19. 

2.عين كل الدوال الأصلية للدالة f‏ على .R‏ 

© عين الدوال الأصلية للدالة تر على المجال | 

في كل حالة من الحالات التالية : 

=-x+3 .1‏ ومر 

f) 2 

3 عر 2 = ()گ + 

4. چ 


و2-1 +22 + 3× 


8 دا 
=X +X ٠‏ 8 دا 
8 دا 


1=]0; +] 


|2[0 +] + f(0) = د‎ + cosx .5 
I=]0itel + كرد هم‎ .6 
I=R + f(%)= sin 2x + cos(3x+ 7 
مستاشان‎ 

© / هي الدالة المعرفة على ۴ 

كما يلي : تطقس = از 


1 على‎ f عين الدالة الأصلية للدالة‎ ٠1 
.0 و التي تأخذ القيمة 4 عند العدد‎ 
. ۴ على‎ f عين كل الدوال الأصلية للدالة‎ ٠2 


© / هي الدالة المعرفة على ١‏ 
كما يلي : 0 2 f00=‏ 
OT‏ قوط حيبت 
من أجل كل عدد حقيقي × من . 

f09 = × +‏ 
2. عين كل الدوال الأصلية للدالة f‏ 
على المجال ]+ : 0[ . 
3 عين الدالة الأصلية © للدالة f‏ التي تأخذ 
القيمة 1 عند العدد 1. 


® / هي الدالة المعرفة على >1 

كما يلي : (1 + 3<) 2 + (1 + 2×) 3×2 = (×) f‏ 
1. عين الدوال الأصلية للدالة f‏ علىR.‏ 

2. ما هي الدالة الأصلية ۴ للدالة f‏ على 
التي تنعدم عند العدد 0؟ 

© عبن الدوال الأصلية للدالتين “رو و 
المعرفتين على ۴ كما يلي: 


عقوم = f(x)‏ و -<«تم؟ = g(x)‏ 


